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第 4問 

 空間に異なる４点 O, A, B, C を 𝑂𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑, 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑, 𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ ⊥ 𝑂𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ となるよ

うにとり、𝑂𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝑎 , 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 𝑏⃑ , 𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 𝑐  とおく。さらに、３点 𝐷, 𝐸, 𝐹  を 

𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = 𝑎 + 𝑏⃑ , 𝑂𝐸⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 𝑏⃑ + 𝑐 , 𝑂𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 𝑎 + 𝑐  となるようにとり、線分 BD の中点

を 𝐿 、線分 𝐶𝐸 の中点を M とし、線分 AD を 3: 1 に内分する点を 𝑁 と

する。 

 

(1)  𝑂𝑀⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  , 𝑂𝑁⃑⃑⃑⃑⃑⃑   は 𝑎 , 𝑏⃑ , 𝑐  を用いて 

𝑂𝑀⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  =
1

ア
𝑏⃑ + 𝑐   , 𝑂𝑁⃑⃑⃑⃑⃑⃑  = 𝑎 +

イ

ウ
𝑏⃑  

と表される。 

 

(2)  2直線 FL, MN が交わることを確かめよう。 0 < 𝑠 < 1 とし、線分 𝐹𝐿 

を 𝑠: (1 − 𝑠) に内分する点を 𝑃 とする。𝑂𝑃⃑⃑⃑⃑  ⃑ は 𝑎 , 𝑏⃑ , 𝑐  を用いて 

𝑂𝑃⃑⃑⃑⃑  ⃑ = (エ−
𝑠

オ
)𝑎 + 𝑠𝑏⃑ + (カ− 𝑠) 𝑐  

と表される。𝑠 =
キ

ク
  のとき、𝑀𝑃⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ =

ケ

コ
𝑀𝑁⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ となるので、M, N, P は一

直線上にある。よって 2直線 FL,MN は交わることが分かる。 

 

(3)  2直線 FL, MN の交点を 𝐺 とする。𝑂𝐺⃑⃑ ⃑⃑  ⃑, 𝐺𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ は 𝑎 , 𝑏⃑ , 𝑐  を用いて 

𝑂𝐺⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ =
サ

シ
(ス 𝑎 +セ 𝑏⃑ + 𝑐 ) 



𝐺𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ =
サ

シ
( 𝑎 −セ 𝑏⃑ +ソ𝑐 ) 

と表される。 

 |𝑎 | = √5, |𝑏⃑ | = 4, |𝑐 | = √3 とする。このとき、|𝐺𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑| =タ, |𝐺𝑀|⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 2 

となる。 

 次に、直線 𝑂𝐶 上に点 H をとり、実数 t を用いて、𝑂𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = 𝑡𝑐  と表す。

𝐺𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ ⋅ 𝐺𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ , 𝐺𝑀⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⋅ 𝐺𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑  は t を用いて 

𝐺𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ ⋅ 𝐺𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ =チ 𝑡 +
ツテ

ト
  ⋯⋯⋯⋯① 

𝐺𝑀⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⋅ 𝐺𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = 2 𝑡 +
10

3
      ⋯⋯⋯⋯② 

と表される。 

 さらに ∠𝐹𝐺𝐻 = ∠𝑀𝐺𝐻  とする。このときの  𝑡  の値を求めよう。

|𝐺𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑| =タ, |𝐺𝑀|⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 2 と ∠𝐹𝐺𝐻 = ∠𝑀𝐺𝐻 であることから 

𝐺𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ ⋅ 𝐺𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ =
ナ

ニ
𝐺𝑀⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⋅ 𝐺𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⋯⋯⋯⋯③ 

が成り立つ。①，②，③ から t =
ヌ

ネ
である。 

 

 

(1)  

𝑂𝑀⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  =
1

2
(𝑂𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝑂𝐸⃑⃑⃑⃑  ⃑) =

1

2
(𝑐 + 𝑏⃑ + 𝑐 ) =

1

𝟐
𝑏⃑ + 𝑐     

 𝑂𝑁⃑⃑⃑⃑⃑⃑  =
1

4
𝑂𝐴⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ +

3

4
𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ =

1

4
𝑎 +

3

4
(𝑎 + 𝑏⃑ ) = 𝑎 +

𝟑

𝟒
𝑏⃑  

 

 



 

(2) 0 < 𝑠 < 1 とし、線分 𝐹𝐿 を 𝑠: (1 − 𝑠) に内分する点を 𝑃 とする。 

𝑂𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑ =
1

2
(𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ + 𝑂𝐷⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ) =

1

2
(𝑏⃑ + 𝑎 + 𝑏⃑ ) =

1

2
𝑎 + 𝑏⃑  

となることから 𝑂𝑃⃑⃑⃑⃑  ⃑ は 𝑎 , 𝑏⃑ , 𝑐  を用いて 

𝑂𝑃⃑⃑⃑⃑  ⃑ = (1 − 𝑠) 𝑂𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ + 𝑠 𝑂𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑                              

= (1 − 𝑠) (𝑎 + 𝑐 ) + 𝑠 (
1

2
𝑎 + 𝑏⃑ ) 

= (𝟏 −
𝑠

𝟐
) 𝑎 + 𝑠 𝑏⃑ + (𝟏 − 𝑠)𝑐        

となる。𝑀𝑃⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ , 𝑀𝑁⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ を 𝑎 , 𝑏⃑ , 𝑐  で表すと 

𝑀𝑁⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 𝑂𝑁⃑⃑⃑⃑⃑⃑ −  𝑂𝑀⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝑎 +
1

4
 𝑏⃑ − 𝑐                                 

𝑀𝑃⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  = 𝑂𝑃⃑⃑⃑⃑  ⃑ −  𝑂𝑀⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = (1 −
𝑠

2
) 𝑎 + (𝑠 −

1

2
) 𝑏⃑ − 𝑠 𝑐  

ここで 

1:
1

4
= (1 −

𝑠

2
) ∶ (𝑠 −

1

2
)  ⇒  𝑠 −

1

2
=

1

4
−

𝑠

8
⇒ 𝑠 =

𝟐

𝟑
 

 



このとき 𝑀𝑃⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ =
𝟐
𝟑
 𝑀𝑁⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ となるため、𝑀, 𝑁, 𝑃 は一直線上にあることが分か

り、𝐹𝐿,𝑀𝑁 は交わることが分かる 

 

(3) 𝐹𝐿,𝑀𝑁 の交点を G とする。𝑂𝐺⃑⃑ ⃑⃑  ⃑, 𝐺𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ は 𝑎 , 𝑏⃑ , 𝑐  を用いて 

 

𝑂𝐺⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (1 −
1

2
×

2

3
)𝑎 +

2

3
 𝑏⃑ + (1 −

2

3
) 𝑐  

=
𝟏

𝟑
(𝟐𝑎 + 𝟐 𝑏⃑ + 𝑐 )                        

𝐺𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 𝑂𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝐺⃑⃑ ⃑⃑  ⃑                                              

= 𝑎 + 𝑐 −
1

3
(2𝑎 + 2 𝑏⃑ + 𝑐 )         

=
1

3
(𝑎 − 2 𝑏⃑ + 𝟐𝑐 )                        

 

|𝑎 | = √5, |𝑏⃑ | = 4, |𝑐 | = √3  とする。このとき  𝑎 ⋅ 𝑏⃑ = 𝑏⃑ ⋅ 𝑐 = 𝑐 ⋅ 𝑎 = 0 

より 

 

|𝐺𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑|
2

=
1

9
|𝑎 |2 +

4

9
|𝑏⃑ |

2
+

4

9
|𝑐 |2 = 9 

 

よって |𝐺𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑| = 𝟑. 一方 

𝐺𝑀⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ = 𝑂𝑀⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  − 𝑂𝐺⃑⃑ ⃑⃑  ⃑                                              

=
1

2
𝑏⃑ + 𝑐 −

1

3
(2𝑎 + 2 𝑏⃑ + 𝑐 )      

=
2

3
𝑎 −

1

6
𝑏⃑ +

2

3
𝑐                             

 

となるため、 

 



|𝐺𝑀⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  |
2

=
4

9
|𝑎 |2 +

1

36
|𝑏⃑ |

2
+

4

9
|𝑐 |2 = 4 

よって |𝐺𝑀⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  | = 2 

 

 𝑂𝐶 上に点 𝐻 をとり、𝑂𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = 𝑡𝑐  と表す。 

 

𝐺𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = −
2

3
𝑎 −

2

3
𝑏⃑ + (𝑡 −

1

3
) 𝑐  

 

より 

 

𝐺𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ ⋅ 𝐺𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = −
2

9
|𝑎 |2 +

4

9
|𝑏⃑ |

2
+

2

3
(𝑡 −

1

3
) |𝑐 |2  

= 𝟐𝑡 +
𝟏𝟔

𝟑
           ⋯⋯⋯① 

 

𝐺𝑀⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⋅ 𝐺𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ =
4

9
|𝑎 |2 +

1

9
|𝑏⃑ |

2
+

2

3
(𝑡 −

1

3
) |𝑐 |2  

= 2𝑡 +
10

3
       ⋯⋯⋯② 

 

と表される。 

 ∠𝐹𝐺𝐻 = ∠𝑀𝐺𝐻 とすると |𝐺𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑| = 3, |𝐺𝑀⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ | = 2 より 

 

𝐺𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ ⋅ 𝐺𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = |𝐺𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑| |𝐺𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ | cos∠𝐹𝐺𝐻 

                      =
3

2
|𝐺𝑀⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ | |𝐺𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑ | cos ∠𝑀𝐺𝐻 

                   =
𝟑

𝟐
𝐺𝑀⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⋅ 𝐺𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⋯⋯⋯③  

 

が成り立つ。③ に ①，② を代入すると 



2𝑡 +
16

3
=

3

2
(2𝑡 +

10

3
 ) ⇒ 𝑡 =

𝟏

𝟑
 

である。 


