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第 3問 

 三角形 𝐴𝐵𝐶 は、𝐴𝐵 = 4, 𝐵𝐶 = 2, cos ∠𝐴𝐵𝐶 =
1
4

 を満たすとする。この

とき 

 

𝐶𝐴 = ア , sin ∠𝐴𝐵𝐶 =
√イウ

エ
 

 

であり、三角形 𝐴𝐵𝐶 の外接円の半径は 

オ√カキ

クケ
 である。 

三角形 𝐴𝐵𝐶  の外接円と ∠𝐴𝐵𝐶  の二等分線との交点で 𝐵 と異なる点を 𝐷 

とし、直線 𝐴𝐷 と直線 𝐵𝐶  の交点を 𝐸 とする。このとき、三角形 𝐴𝐶𝐸 の

内角 ∠𝐶𝐴𝐸 と外角 ∠𝐴𝐶𝐵 の間には ∠𝐶𝐴𝐸 =
コ

サ
 ∠𝐴𝐶𝐵 の関係があるので、

𝐶𝐸 = シ である。したがって 𝐴𝐸 =ス√セソ である。 

 

∠𝐴𝐵𝐶 の二等分線と ∠𝐵𝐴𝐶  の二等分線の交点を 𝐷、直線 𝐵𝐷 と辺 𝐴𝐶 の

交点を 𝐸、直線 𝐵𝐷 と円 𝑂 との交点で 𝐵 と異なる交点を 𝐹 とする。 

 

 三角形 𝐴𝐶𝐸 と三角形 𝐴𝐷𝐶  を比較することにより、三角形 𝐴𝐶𝐸 の面積

は三角形 𝐴𝐷𝐶 の面積の 
タ

チ
 倍であることと、 𝐴𝐷 =

ツ√テト

ナ
 であることが

わかる。 

 以上から、三角形 𝐴𝐷𝐶 の面積は 

ニ√ヌネ

ノ
 である。 

 



 

 

 余弦定理より 

 

𝐶𝐴2 = 𝐴𝐵2 + 𝐵𝐶2 − 2 𝐴𝐵 × 𝐵𝐶 cos ∠𝐴𝐵𝐶 

= 16 + 4 − 2 × 4 × 2 ×
1

4
               

= 16                                                       

 

𝐶𝐴 > 0 より 𝐶𝐴 = 𝟒。また 

 

sin ∠𝐴𝐵𝐶 = √1 − cos2 ∠𝐴𝐵𝐶 = √1 − (
1

4
)

2

=
√𝟏𝟓

𝟒
 

 

三角形 𝐴𝐵𝐶 の外接円 𝑂 の半径を 𝑅 とする。正弦定理より 

 

2𝑅 =
𝐶𝐴

sin ∠𝐴𝐵𝐶
= 4 ×

4

√15
=

16√15

15
  ⇒   𝑅 =

𝟖√𝟏𝟓

𝟏𝟓
 

 

 



𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 より、∠𝐴𝐶𝐵 = ∠𝐴𝐵𝐶 。𝐵𝐷 は ∠𝐴𝐵𝐶 の二等分線であるため  

∠𝐶𝐵𝐷 =
1

2
∠𝐴𝐶𝐵 =

𝟏

𝟐
∠𝐴𝐵𝐶 

 

 三角形 𝐴𝐶𝐸 において 

∠𝐶𝐸𝐴 = ∠𝐴𝐶𝐵 − ∠𝐶𝐴𝐸 =
1

2
∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐶𝐴𝐸 

となるため三角形 𝐴𝐶𝐸 は二等辺三角形。よって 𝐶𝐸 = 𝐴𝐶 = 𝟒 

 

 三角形 𝐴𝐵𝐸 に余弦定理を使うと 

 

𝐴𝐸2 = 𝐴𝐵2 + 𝐵𝐸2 − 2 × 𝐴𝐵 × 𝐵𝐸 × cos ∠𝐴𝐵𝐸 

      = 16 + 36 − 2 × 4 × 6 ×
1

4
                           

= 40                                                               

𝐴𝐸 > 0 より 𝐴𝐸 = √40 = 𝟐√𝟏𝟎  

 

 三角形  𝐴𝐷𝐶は  ∠𝐶𝐴𝐷 = ∠𝐴𝐶𝐷  より二等辺三角形である。∠𝐶𝐴𝐷 =

∠𝐸𝐴𝐶  であることから三角形  𝐴𝐷𝐶  は同じく二等辺三角形である三角形 

𝐴𝐶𝐸 と相似である。よって 

 

𝐴𝐶𝐸: 𝐴𝐷𝐶 = 𝐴𝐸2: 𝐴𝐶2 = 40: 16 = 5: 2 

 

つまり、三角形 𝐴𝐷𝐶 の面積は三角形 𝐴𝐶𝐸 の面積の 
𝟐

𝟓
 倍である。このこと

から 

 



𝐴𝐷 =
2

5
× 𝐴𝐸 =

𝟒√𝟏𝟎

𝟓
 

 

 三角形 𝐴𝐷𝐶 で 𝐷 から 𝐴𝐶 に下した垂線の足を 𝑇 とする。𝐴𝑇 = 2 より 

 

𝐷𝑇 = √(
4

5
√10)

2

− 22 = √
32

5
− 4 =

2

5
√15 

よって三角形 𝐴𝐷𝐶 の面積は 

 

1

2
× 𝐴𝐶 × 𝐷𝑇 =

1

2
× 4 ×

2

5
√15 =

𝟒

𝟓
√𝟏𝟓 


