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第 3問 

 数列 {𝑎𝑛} の初項は 6 であり、{𝑎𝑛} の階差数列は初項が 9、公差が 4 の

等差数列である。 

 

(1) 𝑎2 = アイ 、𝑎3 = ウエ である。数列 {𝑎𝑛} の一般項を求めよう。{𝑎𝑛} の

階差数列の第 𝑛 項は  オ  𝑛 + カ であるから、数列 {𝑎𝑛} の一般項は 

 

𝑎𝑛 = キ  𝑛ク  + ケ  𝑛 + コ  ⋯ ⋯① 

 

である。 

 

(2) 数列 {𝑏𝑛} は、初項が 
2

5
 で、漸化式 

𝑏𝑛+1 =
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1 − 1
 𝑏𝑛      (𝑛 = 1, 2, 3 ⋯ ) ⋯ ⋯② 

を満たすとする。 𝑏2 =
サ

シス
 である。数列 {𝑏𝑛} の一般項と初項から第 𝑛 項

までの和 𝑆𝑛 を求めよう。 

 ①、② により、すべての自然数 𝑛 に対して 

 

𝑏𝑛+1 =
 セ 𝑛 +  ソ

セ 𝑛 +  タ
 𝑏𝑛  ⋯ ⋯③ 

 

が成り立つことがわかる。 

 ここで 

 

𝑐𝑛 = ( セ 𝑛 + ソ ) 𝑏𝑛  ⋯ ⋯④ 



 

とするとき、③ を 𝑐𝑛 と 𝑐𝑛+1 を用いて変形すると、すべての自然数 𝑛 に対

して 

 

( セ 𝑛 + チ ) 𝑐𝑛+1 = ( セ 𝑛 + ツ ) 𝑐𝑛 

 

が成り立つことがわかる。これにより 

 

𝑑𝑛 =  ( セ 𝑛 + テ ) 𝑐𝑛  ⋯ ⋯⑤ 

 

とおくと、すべての自然数 𝑛 に対して 𝑑𝑛+1 =  𝑑𝑛 が成り立つことがわかる。

𝑑1 = ト であるから、すべての自然数 𝑛 に対して 𝑑𝑛 = ト である。したが

って、④ と ⑤ により、数列 {𝑏𝑛} の一般項は 

 

𝑏𝑛 =   
 ト 

 ( セ 𝑛 + ソ ) ( セ 𝑛 +テ )
   

 

である。また 

 

𝑏𝑛 =   
 ナ 

 セ 𝑛 + ソ 
 −   

 ニ 

 セ 𝑛 +テ
  

 

が成り立つことを利用すると、数列 {𝑏𝑛} の一般項と初項から第 𝑛 項までの和 

𝑆𝑛 は  

 

𝑆𝑛 =
 ヌ 𝑛

ネ 𝑛 +  ノ
  

 

であることがわかる。 

 



 階差数列の初項は 9、第 2項は 9 + 4 = 13 であるため、 

 

𝑎2 = 𝑎1 + 9 = 𝟏𝟓 

𝑎3 = 𝑎2 + 13 = 𝟐𝟖 

 

階差数列の第 𝑛 項は 

 

9 + 4 × (𝑛 − 1) = 𝟒 𝑛 + 𝟓 

 

であるため、数列 {𝑎𝑛} の一般項は 

 

𝑎𝑛 = 6 +  ∑(4 𝑖 + 5)

𝑛−1

𝑖=1

                                     

= 6 + 4 ×
𝑛(𝑛 − 1)

2
+ 5 × (𝑛 − 1) 

= 6 + 2 𝑛2 − 2 𝑛 + 5 𝑛 − 5               

= 𝟐 𝑛𝟐 + 𝟑 𝑛 + 𝟏 ⋯ ⋯①                  

 

(2) 数列 {𝑏𝑛} の漸化式 ② に 𝑛 = 2 を代入すると 

  

𝑏2 =
𝑎1

𝑎2 − 1
 𝑏1 =

6

15 − 1
×

2

5
=

𝟔

𝟑𝟓
 

 

𝑎𝑛 = 2 𝑛2 + 3 𝑛 + 1, 𝑎𝑛+1 = 2 𝑛2 + 7 𝑛 + 6 を ② に代入すると 

 

𝑏𝑛+1 =
2 𝑛2 + 3 𝑛 + 1

2 𝑛2 + 7 𝑛 + 5
 𝑏𝑛 

               =
(2 𝑛 + 1) (𝑛 + 1)

(2 𝑛 + 5) (𝑛 + 1)
 𝑏𝑛 

 =
𝟐 𝑛 + 𝟏 

2 𝑛 + 𝟓 
 𝑏𝑛     

 

ここで 𝑐𝑛 = (2 𝑛 + 1) 𝑏𝑛 とする。上の式より 

 



(2 𝑛 + 3) 𝑏𝑛+1 = (2 𝑛 + 3)
2 𝑛 + 1

2 𝑛 + 5
 𝑏𝑛 

⇒   𝑐𝑛+1 =
2 𝑛 + 3

2 𝑛 + 5
 𝑐𝑛        

⇒   (2 𝑛 + 𝟓) 𝑐𝑛+1 = (2 𝑛 + 𝟑) 𝑐𝑛                        

 

が成り立つ。さらに 

 

𝑑𝑛 = (2 𝑛 + 3) 𝑐𝑛 

 

とおくと 𝑑𝑛+1 = 𝑑𝑛 が成り立つ。 

 

𝑑1 = 5 × 𝑐1 = 5 × 3 × 𝑏1 = 5 × 3 ×
2

5
= 𝟔 

 

であることから、すべての自然数 𝑛 に対して 𝑑𝑛 = 6  であることがわかる。

したがって、数列 {𝑏𝑛} の一般項を求めると 

 

𝑐𝑛 =
6

2 𝑛 + 3
 ⇒   𝑏𝑛 =

6

(2 𝑛 + 1) (2 𝑛 + 3)
 

 

となる。また 

 

𝑏𝑛 =
3 {(2 𝑛 + 3) − (2 𝑛 + 1)}

(2 𝑛 + 1) (2 𝑛 + 3)
=

𝟑

2 𝑛 + 1
−

𝟑

2 𝑛 + 3
 

 

が成り立つことから、{𝑏𝑛} の初項から第 𝑛 項までの和 𝑆𝑛 を求めると 

 

𝑆𝑛 = 𝑏1 + 𝑏2 +  ⋯ + 𝑏𝑛−1 + 𝑏𝑛                                                 

= (
3

3
−

3

5
) + (

3

5
−

3

7
) +  ⋯ + (

3

2 𝑛 − 1
 −

3

2 𝑛 + 1
) 

                                                                                           + (
3

2 𝑛 + 1
 −

3

2 𝑛 + 3
) 

= 1 −
3

2 𝑛 + 3
                                                                      



=
𝟐𝑛

𝟐 𝑛 + 𝟑
                                                                          

となる。 

 

 


