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第 4問 

 座標空間において、立方体 𝑂𝐴𝐵𝐶 − 𝐷𝐸𝐹𝐺 の頂点を 

 

𝑂 (0, 0, 0), 𝐴 (3, 0, 0), 𝐵 (3, 3, 0), 𝐶 (0, 3, 0) 

𝐷 (0, 0, 3), 𝐸 (3, 0, 3), 𝐹 (3, 3, 3), 𝐺 (0, 3, 3) 

 

とし、𝑂𝐷 を 2 ∶ 1 に内分する点を 𝐾 、𝑂𝐴 を 1 ∶ 2 に内分する点を 𝐿 と

する。𝐵𝐹 上の点 𝑀 、𝐹𝐺 上の点 𝑁 および 𝐾, 𝐿 の 4 点は同一平面上にあり、

四角形 𝐾𝐿𝑀𝑁 は平行四辺形であるとする。 

 

(1) 四角形 𝐾𝐿𝑀𝑁 の面積を求めよう。ベクトル 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ を成分で表すと 

 

𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ = ( アイ ,   ウ  ,   エ ) 

 

となり、四角形 𝐾𝐿𝑀𝑁 が平行四辺形であることにより、 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ = オ である。 

オ に当てはまるものを、次の ⓪ ～ ③ のうちから一つ選べ。 

 

⓪ 𝑀𝐿⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ① 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ② 𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗  ③ 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

 ここで、𝑀 (3, 3, 𝑠), 𝑁(𝑡, 3, 3)  と表すと  𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ = オ  であるので、

𝑠 = カ , 𝑡 = キ   となり、𝑁 は 𝐹𝐺 を 1 ∶ ク に内分することがわかる。 

 また、𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ と 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  について、 

𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ケ , |𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √コ , |𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | =  √サシ  



となるので、四角形 𝐾𝐿𝑀𝑁 の面積は √スセ である。 

 

(2) 四角形 𝐾𝐿𝑀𝑁 を含む平面を 𝛼 とし、点 𝑂 を通り平面 𝛼 と垂直に交わ

る直線を ℓ、𝛼 と ℓ の交点を 𝑃 とする。|𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗| と三角錐 𝑂𝐿𝑀𝑁 の体積を求

めよう。 

 𝑃 (𝑝, 𝑞, 𝑟)  とおくと、𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗  は  𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗  および  𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  と垂直であるから、 

𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ソ となるので、𝑝 = タ 𝑟, 𝑞 =  
チツ

テ
  𝑟 であること

がわかる。𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ と 𝑃𝐿⃗⃗ ⃗⃗   が垂直であることにより 𝑟 =  
ト

ナニ
 となり、|𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗| を

求めると 

 

|𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗| =
ヌ√ネノ

ハヒ
 

 

である。|𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗| は三角形 𝐿𝑀𝑁 を底面とする三角錐 𝑂𝐿𝑀𝑁 の高さであるから、

三角錐 𝑂𝐿𝑀𝑁 の体積は フ である。 

 

 



 

𝐾 は 𝑂𝐷 を 2 ∶ 1 に内分する点。𝐿 は 𝑂𝐴 を 1 ∶ 2 に内分する点であるた

め 𝐾, 𝐿 の座標は 

 

𝐾 ∶  
2

3
× (0, 0, 3) = (0, 0, 2),    𝐿 ∶

1

3
× (3, 0, 0) = (1, 0, 0) 

 

である。よって、 

𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (0, 0, 2) − (1, 0, 0) = (−𝟏, 𝟎, 𝟐) 

 

四角形 𝐾𝐿𝑀𝑁 は平行四辺形であるため、𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ と 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ は同じ方向に平行で、

長さが等しい、よって 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ である。（ オ には ③ が当てはまる） 

 𝑀 (3, 3, 𝑠), 𝑁(𝑡, 3, 3) と表すと 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ であるので、 

 

(−1, 0, 2) = (𝑡 − 3, 0, 3 − 𝑠)  ⇒ 𝑠 = 𝟏,     𝑡 = 𝟐 

 

であることがわかる。 

 𝐺𝑁 = 2, 𝑁𝐹 = 1 となるため、𝑁 は 𝐹𝐺 を 1 ∶  𝟐 に内分する。 

 

また 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (3, 3, 1) − (1, 0, 0) = (2, 3, 1) より 



 

𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (−1) × 2 + 0 × 3 + 2 × 1 = 𝟎 

|𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √(−1)2 + 02 + 22 = √𝟓 

|𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | = √22 + 32 + 12 = √𝟏𝟒 

 

つまり四角形 𝐾𝐿𝑀𝑁 は長方形となるため面積は √5 × √14 = √𝟕𝟎 . 

 

 

(2) 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ は 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ および 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  と垂直であるから、 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  𝟎 と

なる。𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  (𝑝, 𝑞, 𝑟) と 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  との内積を計算する。 

 

𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐿𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝑝 + 2𝑟 = 0 ⇒   𝑝 = 𝟐 𝑟 

𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐿𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2 𝑝 + 3 𝑞 + 𝑟 = 3 𝑞 + 5 𝑟 = 0 ⇒   𝑞 =
−𝟓

𝟑
 𝑟 

 

また 𝑃𝐿⃗⃗ ⃗⃗  = (1 − 𝑝 , −𝑞 , −𝑟 ) は 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ と垂直であることから、 

 

𝑃𝐿⃗⃗ ⃗⃗  ⋅ 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑝 (1 − 𝑝) − 𝑞2 − 𝑟2 = 0 



⇒  2𝑟 (1 − 2𝑟) −
25

9
 𝑟2 − 𝑟2 = 0                 

⇒ −
70

9
 𝑟2 + 2 𝑟 = 0                                        

⇒  𝑟 =  0 ,   
9

35
                                                    

 

𝑟 =  0 のときは 𝑃 = 𝑂 となるため不適。よって 𝑟 =  
𝟗
𝟑𝟓

 

 以上から |𝑂𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  | を計算すると 

 

|𝑂𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  | = √𝑝2 + 𝑞2 + 𝑟2                         

= 𝑟 √22 + (−
5

3
)

2

+ 12 

=
9

35
×

√70

3
                      

=
𝟑√𝟕𝟎

𝟑𝟓
                             

 

 |𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗| は三角形 𝐿𝑀𝑁 を底面とする三角錐 𝑂𝐿𝑀𝑁 の高さである。また、三

角形 𝐿𝑀𝑁 の面積は四角形 𝐾𝐿𝑀𝑁 の半分である。以上から、三角錐 𝑂𝐿𝑀𝑁 

の体積を求めると 

 

1

3
×

3 √70

35
×

1

2
× √70 = 𝟏 

 

となる。 

 

 


