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第 3問 

自然数 𝑛 に対し、2𝑛 の一の位の数を 𝑎𝑛 とする。また、数列 {𝑏𝑛} は 

 

𝑏1 = 1, 𝑏𝑛+1 =
𝑎𝑛𝑏𝑛

4
  (𝑛 = 1, 2, 3, ⋯ )   ⋯① 

 

を満たすとする。 

 

(1)  𝑎1 = 2, 𝑎2 =    ア    , 𝑎3 =    イ    , 𝑎4 =     ウ    , 𝑎5 =    エ      である。

このことから、すべての自然数 𝑛 に対して、𝑎  オ = 𝑎𝑛 となることがわかる。   

オ   に当てはまるものを、次の ⓪ ～ ④ のうちから一つ選べ。 

 

⓪  5𝑛 ①  4𝑛 + 1 ②  𝑛 + 3 ③  𝑛 + 4 ④  𝑛 + 5 

 

(2) 数列 {𝑏𝑛} の一般項を求めよう。① を繰り返し用いることにより 

 

𝑏𝑛+4 =
𝑎𝑛+3𝑎𝑛+2𝑎𝑛+1𝑎𝑛

2 カ 
 𝑏𝑛    (𝑛 = 1, 2, 3, ⋯ ) 

 

が成り立つことがわかる。ここで、𝑎𝑛+3𝑎𝑛+2𝑎𝑛+1𝑎𝑛 = 3 ⋅ 2 キ  であることか

ら、𝑏𝑛+4 =
   ク   

   ケ   
𝑏𝑛 が成り立つ。このことから、自然数 𝑘 に対して 

 

𝑏4𝑘−3 = (
  コ  

   サ   
)

𝑘−1

, 𝑏4𝑘−2 =
  シ  

   ス   
(

  コ  

   サ   
)

𝑘−1

 

𝑏4𝑘−1 =
  セ  

   ソ   
(

  コ  

   サ   
)

𝑘−1

, 𝑏4𝑘 = (
  コ  

   サ   
)

𝑘−1

 



である。 

 

(3) 𝑆𝑛 = ∑ 𝑏𝑗
𝑛
𝑗=1  とおく。自然数 𝑚 に対して 

 

𝑆4𝑚 =   タ   (
  コ  

   サ   
)

𝑚

−   チ    

 

である。 

 

(4) 積 𝑏1𝑏2  ⋯ 𝑏𝑛 を 𝑇𝑛 とおく。自然数 𝑘 に対して 

 

𝑏4𝑘−3𝑏4𝑘−2𝑏4𝑘−1𝑏4𝑘 =
1

  ツ  
  (

  コ  

   サ   
)

  テ  (𝑘−1)

 

 

であることから、自然数 𝑚 に対して 

 

𝑇4𝑚 =
1

  ツ  𝑚
  (

  コ  

   サ   
)

  ト  𝑚2−  ナ   𝑚

 

 

である。また、𝑇10 を計算すると 𝑇10 =
 3

  ニ  
 

2
 ヌネ 

 
 である。 

 

 

(1)  21 = 2, 22 = 4, 23 = 8, 24 = 16, 25 = 32  であることから、 

 

𝑎1 = 2, 𝑎2 = 𝟒, 𝑎3 = 𝟖, 𝑎4 = 𝟔 , 𝑎5 = 𝟐 

 

である。 

𝑎𝑛  について 𝑎5 = 𝑎1  が成り立つ。また、𝑎𝑛+4 = 𝑎𝑛  のとき、𝑎𝑛+5  は 

2𝑛+5 = 2 × 2𝑛+4 の一の位であるため、2 𝑎𝑛+4 = 2 𝑎𝑛  の一の位の数字と等

しい。よって 𝑎𝑛+5 = 𝑎𝑛+1 となる。帰納法よりすべての自然数 𝑛 に対して 



𝑎𝒏+𝟒 = 𝑎𝑛 であることがわかる。 

 

(2) ① を繰り返し用いることにより 

 

𝑏𝑛+4 =
𝑎𝑛+3 𝑏𝑛+3

4
                                                  

=
𝑎𝑛+3

4
×

𝑎𝑛+2

4
×

𝑎𝑛+1

4
×

𝑎𝑛

4
× 𝑏𝑛 

              =
𝑎𝑛+3𝑎𝑛+2𝑎𝑛+1𝑎𝑛

2𝟖
 𝑏𝑛    (𝑛 = 1, 2, 3, ⋯ ) 

 

が成り立つことがわかる。ここで、𝑎𝑛 ,  𝑎𝑛+1,  𝑎𝑛+2, 𝑎𝑛+3 はそれぞれ 2, 4, 6, 8 

のいずれかと１つずつ等しいため、 

 

𝑎𝑛+3𝑎𝑛+2𝑎𝑛+1𝑎𝑛 = 2 × 4 × 8 × 6 = 3 ⋅ 2𝟕 

 

である。したがって 

 

𝑏𝑛+4 =
3 ⋅ 27

28  𝑏𝑛 =
𝟑

𝟐
 𝑏𝑛 

 

が成り立つ。一般に自然数 𝑚, 𝑛 に対して 

 

𝑏𝑛+4𝑚 = (
3

2
)

𝑚

𝑏𝑛 

 

となる。このことから、自然数 𝑘 に対して 

 

𝑏4𝑘−3 = 𝑏1+4(𝑘−1) = (
3

2
)

𝑘−1

𝑏1 = (
𝟑

𝟐
)

𝑘−1

 

𝑏4𝑘−2 = 𝑏2+4(𝑘−1) = (
3

2
)

𝑘−1

𝑏2 =
𝟏

𝟐
(

3

2
)

𝑘−1

 

𝑏4𝑘−1 = 𝑏3+4(𝑘−1) = (
3

2
)

𝑘−1

𝑏3 =
𝟏

𝟐
(

3

2
)

𝑘−1

 

𝑏4𝑘 = 𝑏4+4(𝑘−1) = (
3

2
)

𝑘−1

𝑏4 = (
3

2
)

𝑘−1

 



 

である。 

 

(3) 𝑆𝑛 = ∑ 𝑏𝑗
𝑛
𝑗=1  とおく。(2) より 

 

𝑏4𝑘−3 + 𝑏4𝑘−2 + 𝑏4𝑘−1 + 𝑏4𝑘                                                  

= (
3

2
)

𝑘−1

+
1

2
(

3

2
)

𝑘−1

+
1

2
(

3

2
)

𝑘−1

+ (
3

2
)

𝑘−1

 

= 3 (
3

2
)

𝑘−1

                                                          

 

となるため、自然数 𝑚 に対して 

 

𝑆4𝑚 = ∑(𝑏4𝑘−3 + 𝑏4𝑘−2 + 𝑏4𝑘−1 + 𝑏4𝑘)

𝑚

𝑘=1

 

= ∑ 3 (
3

2
)

𝑘−1

                                

𝑚

𝑘=1

 

= 3 ×
(

3
2

)
𝑚

− 1

(
3
2

) − 1
                                

= 𝟔 (
3

2
)

𝑚

− 𝟔                                    

 

(4) 積 𝑏1𝑏2  ⋯ 𝑏𝑛 を 𝑇𝑛 とおく。自然数 𝑘 に対して 

 

𝑏4𝑘−3𝑏4𝑘−2𝑏4𝑘−1𝑏4𝑘 = (
3

2
)

𝑘−1

×
1

2
(

3

2
)

𝑘−1

×
1

2
(

3

2
)

𝑘−1

× (
3

2
)

𝑘−1

 

=
1

𝟒
(

3

2
)

𝟒𝑘−𝟒

                

 

であることから、自然数 𝑚 に対して 

 



𝑇4𝑚 = ∏(𝑏4𝑘−3𝑏4𝑘−2𝑏4𝑘−1𝑏4𝑘)

𝑚

𝑘=1

 

= ∏
1

4
(

3

2
)

4𝑘−4𝑚

𝑘=1

               

=
1

4𝑚 (
3

2
)

∑ (4𝑘−4)𝑚
𝑘=1

         

 

となる。累乗の部分を計算すると 

 

∑(4𝑘 − 4)

𝑚

𝑘=1

= 4 ×
1

2
𝑘(𝑘 + 1) − 4𝑘 = 2 𝑘2 − 2𝑘 

 

となるため、 

 

𝑇4𝑚 =
1

4𝑚
(

3

2
)

𝟐𝑘2−𝟐𝑘

 

 

である。また、𝑇10 を計算すると  

 

𝑇10 = 𝑇8 ⋅ 𝑏9 ⋅ 𝑏10 

                                            =
1

42 (
3

2
)

2×22−2×2

× (
3

2
)

2

×
1

2
(

3

2
)

2

 

                               =
1

24
(

3

2
)

4

× (
3

2
)

2

×
1

2
(

3

2
)

2

 

=
3𝟖

2𝟏𝟑
          

 

 

 

 



第３問の正解 

ア イ ウ エ オ カ キ 

4 8 6 2 3 8 7 

ク ケ コ サ シ ス セ ソ 

3 2 3 2 1 2 1 2 

タ チ ツ テ ト ナ ニ ヌネ 

6 6 4 4 2 2 8 13 

 

 


