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第 4問 

１辺の長さが 1 のひし形 𝑂𝐴𝐵𝐶 において、∠𝐴𝑂𝐶 = 120 ° とする。辺 𝐴𝐵 

を 2 ∶ 1  に内分する点を 𝑃 とし、直線 𝐵𝐶 上に点 𝑄 を  𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗  となる

ようにとる。以下、𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑎  , 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑏⃗  とおく。 

 

(1) 三角形 𝑂𝑃𝑄 の面積を求めてみよう。𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
   ア   

   イ   
 𝑎 +

   ウ   

   イ   
 𝑏⃗  である。

実数  𝑡  を用いて  𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (1 − 𝑡) 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑡 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  と表されるので、𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =

   エ   𝑡𝑎 + 𝑏⃗  である。ここで、 𝑎 ⋅ 𝑏⃗ =
   オ   

   カ   
 , 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =   キ    であること

から、𝑡 =
   ク   

   ケ   
 である。 

 

これらのことから、|𝑂𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  | = 
   √  コ     

   サ    
 , |𝑂𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| = 

   √  シス     

   セ    
  である。よ

って、三角形 𝑂𝑃𝑄 の面積 𝑆1 は 𝑆1 =
     ソ    √  タ     

   チツ    
  である。 

 

(2) 辺 𝐵𝐶 を 1 ∶ 3 に内分する点を 𝑅 とし、直線 𝑂𝑅 と直線 𝑃𝑄 との交点

を 𝑇 とする。𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ を 𝑎  と 𝑏⃗  を用いて表し、三角形 𝑂𝑃𝑄 と三角形 𝑃𝑅𝑇 の

面積比を求めよう。 

 

 𝑇 は直線 𝑂𝑅 上の点であり、直線 𝑃𝑄 上の点でもあるので、実数 𝑟, 𝑠 を用

いて 



𝑂𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑟 𝑂𝑅⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝑠) 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑠 𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 

と表すと、𝑟 =  
   テ   

   ト   
 , 𝑠 =  

   ナ   

   ニ   
  となることがわかる。よって、 

𝑂𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
   ヌネ   

  ノハ    
 𝑎 +

   ヒ   

   フ   
 𝑏⃗  である。 

上で求めた 𝑟 , 𝑠 の値から、三角形 𝑂𝑃𝑄 の面積 𝑆1 と、三角形 𝑃𝑅𝑇 の面

積 𝑆2 との比は、𝑆1 ∶ 𝑆2 =    ヘホ   ∶ 2  である。 

 

 

ｂ  

 

(1) 𝐴𝑃 ∶ 𝑃𝐵 = 2 ∶ 1 より 

 

𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝟏

𝟑
𝑎 +

𝟐

3
 𝑏⃗  

 

となる。𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗  は実数 𝑡  を用いて  𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (1 − 𝑡) 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑡 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  と表される。

𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ より 

 



𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (1 − 𝑡) 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑡 (𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =  − 𝑡 𝑎 + 𝑏⃗   

 

である。∠ 𝐴𝑂𝐵 = 60 °, 𝑂𝐵 = 1  より 

 𝑎 ⋅ 𝑏⃗ = |𝑎 | × |𝑏⃗ | × cos ∠𝐴𝑂𝐵 =
𝟏

𝟐
 

また、𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗  より  𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎  である。つまり 

 

(
1

3
𝑎 +

2

3
 𝑏⃗ ) ⋅ (− 𝑡 𝑎 + 𝑏⃗ ) = 0 

 

となる。ここで、 

 

(
1

3
𝑎 +

2

3
 𝑏⃗ ) ⋅ (− 𝑡 𝑎 + 𝑏⃗ ) = −

1

3
 𝑡 |𝑎 |2 +

2

3
 |𝑏⃗ |

2
+ (

1

3
−

2 𝑡

3
)  𝑎 ⋅ 𝑏⃗  

                               = −
1

3
 𝑡 +

2

3
 + (

1

3
−

2 𝑡

3
) × 

1

2
 

   = −
2

3
 𝑡 +

5

6
      

 

となることから、𝑡 =
 𝟓 
 𝟒  である。 

 

これらのことから、|𝑂𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |  , |𝑂𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|  の値を求める。 

 

|𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗|
2

= (
1

3
𝑎 +

2

3
 𝑏⃗ ) ⋅  (

1

3
𝑎 +

2

3
 𝑏⃗ ) 

           =
1

9
 |𝑎 |2 +

4

9
 |𝑏⃗ |

2
+

4

9
 𝑎 ⋅  𝑏⃗  

=
7

9
                                    

 

|𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
2
= (−

5

4
𝑎 + 𝑏⃗ ) ⋅  (−

5

4
𝑎 + 𝑏⃗ ) 



           =
25

16
 |𝑎 |2 + |𝑏⃗ |

2
−

5

2
 𝑎 ⋅  𝑏⃗    

=
21

16
                                 

 

より 

|𝑂𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  | = √
7
9

=
√𝟕
𝟑

 , |𝑂𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| = √
21
16

=
√𝟐𝟏
𝟒

 

である。よって、三角形 𝑂𝑃𝑄 の面積 𝑆1 は  

𝑆1 =
1

2
× |𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗| × |𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | =

𝟕√𝟑

𝟐𝟒
 

 

(2)  

 

 

辺 𝐵𝐶 を 1 ∶ 3 に内分する点を 𝑅 とし、直線 𝑂𝑅 と直線 𝑃𝑄 との交点を 𝑇 

とする。 

𝑂𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑟 𝑂𝑅⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝑠) 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑠 𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 

とする。𝐵𝑅 ∶  𝑅𝐶 = 1 ∶ 3 より 

 

𝑂𝑅⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
3

4
 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ +

1

4
 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

3

4
 𝑏⃗ +

1

4
 (𝑏⃗ − 𝑎 ) = −

1

4
 𝑎 + 𝑏⃗  

 

つまり、 

 



𝑂𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  −
𝑟

4
 𝑎 + 𝑟 𝑏⃗  

 

一方 

 

𝑂𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝑠) 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑠 𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗                                           

= (1 − 𝑠) ( 
1

3
𝑎 +

2

3
 𝑏⃗ ) + 𝑠 (−

5

4
𝑎 + 𝑏⃗ ) 

= (
1

3
−

19

12
𝑠) 𝑎 + (

2

3
+

1

3
𝑠) 𝑏⃗                     

 

である。𝑎 , 𝑏⃗  は一次独立であることから 

 

−
𝑟

4
=

1

3
−

19

12
𝑠,   𝑟 =  

2

3
+

1

3
𝑠 

 

が成り立つ。この連立方程式を解くと、 

 

𝑟 =
𝟕

𝟗
 , 𝑠 =

𝟏

𝟑
 

 

となるため、 

𝑂𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  
−𝟕

𝟑𝟔
 𝑎 +

𝟕

𝟗
 𝑏⃗  

 

上で求めた 𝑟 , 𝑠 の値から、三角形 𝑂𝑃𝑄 の面積 𝑆1 と、三角形 𝑃𝑅𝑇 の面

積 𝑆2 との比を求める。 

 

𝑂𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
2

3
 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ +

1

3
 𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 

より、 

 

𝑃𝑇 ∶ 𝑇𝑄 = 1 ∶ 2  ⇒    𝑂𝑃𝑄 ∶ 𝑂𝑃𝑇 = 3 ∶ 1 = 21 ∶ 7 



 

一方 

 

𝑂𝑇⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
7

9
 𝑂𝑅⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 

より 

 

𝑂𝑇 ∶ 𝑇𝑅 = 7 ∶ 2  ⇒    𝑂𝑃𝑇 ∶ 𝑃𝑅𝑇 = 7 ∶ 2 

 

以上から面積比は、𝑆1 ∶ 𝑆2 =   𝟐𝟏 ∶ 2  である。 

 

 

第４問の正解 

ア イ ウ エ オ カ キ 

1 3 2 － 1 2 0 

ク ケ コ サ シス セ ソ 

5 4 7 3 21 4 7 

タ チツ テ ト ナ ニ ヌネ 

3 24 7 9 1 3 －7 

ノハ ヒ フ ヘホ 

36 7 9 21 

 


