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第 2問 

座標平面上で、放物線 𝑦 =
1

  2  𝑥2 +
1

  2   を 𝐶1 とし、放物線 𝑦 =
1

  4  𝑥2 を 

𝐶2 とする。 

 

 (1) 実数 𝑎 に対して、2 直線 𝑥 = 𝑎 と 𝑥 = 𝑎 + 1 で囲まれた図形 𝐷 の面

積 𝑆 は 

𝑆 = ∫ (
1

  ア  
𝑥2 +

1

  イ  
)  𝑑𝑥

𝑎+1

𝑎

 

=
𝑎2

    ウ    
+

𝑎

    エ    
+

    オ    

  カキ  
         

 

である。𝑆 は 𝑎 =
 クケ 

   コ    
 で最小値 

  サシ 

 スセ  
 をとる。 

 

(2) 4 点 (𝑎 , 0) , (𝑎 + 1 , 0) , (𝑎 + 1 , 1) , (𝑎 , 1) を頂点とする正方形を 𝑅 

で表す。𝑎 が 𝑎 ≥ 0 の範囲を動くとき、正方形 𝑅 と (1) の図形 𝐷 の共通部

分の面積を 𝑇 とおく。𝑇 が最大となる 𝑎 の値を求めよう。 

直線 𝑦 = 1 は、𝐶1 と (±     ソ      , 1) で、𝐶2 と (±     タ     , 1) で交わる。

したがって、正方形  𝑅  と図形  𝐷  の共通部分が空集合にならないのは 

 0 ≤ 𝑎 ≤     チ     のときである。 

 

      ソ     ≤ 𝑎 ≤    チ     のとき、正方形 𝑅 は放物線 𝐶1 と 𝑥 軸の間ににあり、

この範囲で 𝑎 が増加するとき、𝑇 は   ツ   。   ツ   に当てはまるものを、

次の ⓪ ～ ② のうちから一つ選べ。 

 

⓪ 増加する   ① 減少する   ② 変化しない。 



 したがって、𝑇 が最大になる 𝑎 の値は、0 ≤ 𝑎 ≤     ソ     の範囲にある。 

 0 ≤ 𝑎 ≤     ソ     のとき、(1) の図形 𝐷 のうち、正方形 𝑅 の外側にある部

分の面積 𝑈 は 

 

𝑈 =
𝑎3

    テ    
+

𝑎2

    ト    
 

 

である。よって 0 ≤ 𝑎 ≤     ソ     において 

 

𝑇 = −
𝑎3

    ナ    
−

𝑎2

    ニ    
+

𝑎2

    ヌ    
+

    オ    

  カキ  
 

 

である。① の右辺の増減を調べることにより、𝑇 は 

 

𝑎 =
  ネノ  + √  ハ  

  ヒ  
 

 

で最大値をとることがわかる。 

 

 

(1) すべての実数 𝑥 に対して 

 

1

4
𝑥2 ≤

1

2
𝑥2 +

1

2
 

 

であることから、図形 𝐷 の面積 𝑆 を求めると 

 



𝑆 = ∫ {(
1

2
𝑥2 +

1

2
) −

1

4
𝑥2} 𝑑𝑥

𝑎+1

𝑎

 

= ∫ (
1

𝟒
𝑥2 +

1

𝟐
) 𝑑𝑥

𝑎+1

𝑎

             

= [
1

12
𝑥3 +

1

2
𝑥]

𝑎

𝑎+1

                    

                              = {
1

12
(𝑎 + 1)3 +

1

2
(𝑎 + 1)} − (

1

12
𝑎3 +

1

2
𝑎) 

=
𝑎2

𝟒
+

𝑎

𝟒
+

𝟕

𝟏𝟐
                            

 

である。 

 

 

 

 

この式を変形すると 

 

𝑆 =
1

4
(𝑎 +

1

2
)

2

+
25

48
 

 



となることから、𝑆 は 𝑎 =
−𝟏
𝟐  で最小値 

𝟐𝟓

𝟒𝟖
 をとる。 

 

(2) 4 点 (𝑎 , 0) , (𝑎 + 1 , 0) , (𝑎 + 1 , 1) , (𝑎 , 1) を頂点とする正方形を 𝑅 

で表す。 

 

1

2
𝑥2 +

1

2
= 1 ⇒ 𝑥 = ±1,

1

4
𝑥2 = 1 ⇒ 𝑥 = ±2 

 

であることから、直線 𝑦 = 1 は、𝐶1 と (±𝟏  , 1) で、𝐶2 と (±𝟐 , 1) で交

わる。0 ≤ 𝑎 の範囲では、𝐶1, 𝐶2 はともに増加関数のグラフとなるため、正

方形 𝑅 と図形 𝐷 の共通部分が空集合にならないのは  0 ≤ 𝑎 ≤ 𝟐のときで
ある。 

 

 1 ≤ 𝑎 ≤ 2 のとき、正方形 𝑅 は放物線 𝐶1 と 𝑥 軸の間にあり、この範囲

で 𝑎 が増加するとき、正方形 𝑅 は(1) の図形 𝐷 から離れるように移動する

ため、正方形 𝑅 と (1) の図形 𝐷 の共通部分の面積 𝑇 は減少する。 

 したがって、𝑇 が最大になる 𝑎 の値は、0 ≤ 𝑎 ≤ 2 の範囲にある。 

 

 

 

 0 ≤ 𝑎 ≤ 2 のとき、(1) の図形 𝐷 のうち、正方形 𝑅 の外側にある部分は２

直線 𝑥 = 𝑎 + 1, 𝑦 = 1 と 𝐶1 に囲まれた部分になる。よってこの部分の面積 



𝑈 は 

 

𝑈 = ∫ {(
1

2
𝑥2 +

1

2
) − 1} 𝑑𝑥

𝑎+1

1

 

= ∫ (
1

2
𝑥2 −

1

2
) 𝑑𝑥

𝑎+1

1

        

= [
1

6
𝑥3 −

1

2
𝑥]

1

𝑎+1

                 

                 = {
1

6
(𝑎 + 1)3 −

1

2
(𝑎 + 1)} − (−

1

3
) 

=
𝑎3

𝟔
+

𝑎2

𝟐
                                

 

である。よって 0 ≤ 𝑎 ≤ 1 において 

 

𝑇 = 𝑆 − 𝑈                                                

= (
𝑎2

4
+

𝑎

4
+

7

12
) − (

𝑎3

6
+

𝑎2

2
) 

        = −
𝑎3

𝟔
−

𝑎2

𝟒
+

𝑎

𝟒
+

7

12
               ⋯① 

 

である。① の右辺の増減を調べる。まず 𝑇 を 𝑎 で微分すると、 

 

𝑑𝑇

𝑑𝑎
= −

𝑎2

2
−

𝑎

2
+

1

4
 

 

となるため、 

 

𝑑𝑇

𝑑𝑎
= −

𝑎2

2
−

𝑎

2
+

1

4
= 0 ⇒   2 𝑎2 + 2 𝑎 − 1 = 0 ⇒   𝑎 =

−1 ± √3

2
 

0 ≤ 𝑎 ≤ 1 の範囲での 𝑇 の増減は以下の通りになる。 

 



𝑎 0  
−1 + √3

2
  1 

𝑑𝑇/𝑑𝑎 + + 0 − − 

𝑇 増加 増加  減少 減少 

 

以上から 𝑇 は 

 

𝑎 =
−𝟏 + √𝟑

𝟐
 

 

で最大値をとることがわかる。 

 

第 2問の正解 

ア イ ウ エ オ カキ クケ コ サシ スセ 

4 2 4 4 7 12 －1 2 25 48 

ソ タ  チ ツ テ ト ナ ニ ヌ ネノ ハ ヒ 

1 2 2 1 6 2 6 4 4 －1 3 2 

 


