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第 2問 

[ 1 ] 𝑝 > 0 とする。座標平面上の放物線 𝑦 = 𝑝 𝑥2 + 𝑞 𝑥 + 𝑟 を 𝐶 とし、直

線 𝑦 = 2 𝑥 − 1 を 𝑙 とする。𝐶 は点 𝐴(1, 1) において 𝑙 と接しているとす
る。 

 

 

 

(1) 𝑞 と 𝑟 を、𝑝 を用いて表そう。放物線 𝐶 上の点 𝐴 における接線 𝑙 の傾

きは 𝟐 である。放物線 𝐶 を 𝑥 で微分すると 

 

𝑦′ = 2𝑝 𝑥 + 𝑞 

 

このことから、 

 

2𝑝 × 1 + 𝑞 = 2 ⇒ 𝑞 = −𝟐 𝑝 + 𝟐 

 

である。さらに、𝐶 は点 𝐴(1,1) を通ることから、 

 

𝑝 × 12 + 𝑞 × 1 + 𝑟 = 𝑝 + (−2𝑝 + 2) + 𝑟 = 1                                   

⇒ 𝑟 = −𝑝 − (−2𝑝 + 2) + 1 = 𝑝 − 𝟏                                                             
 

となる。 

 

(2) 𝑣 > 1 とする。放物線 𝐶 と直線 𝑙 および直線 𝑥 = 𝑣 で囲まれた図形の



面積を求める。(1) より放物線 𝐶 の式は 

 

𝑦 = 𝑝 𝑥2 + (−2𝑝 + 2)𝑥 + (𝑝 − 1) 

 

となることから、面積 𝑆 は 

 

∫ {𝑝 𝑥2 + (−2𝑝 + 2)𝑥 + (𝑝 − 1) − (2𝑥 − 1)}
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である。 

 

 



 

 また、𝑥 軸と 𝑙 および２直線 𝑥 = 1, 𝑥 = 𝑣 で囲まれた図形の面積 𝑇 

を求める。 𝑙  および２直線  𝑥 = 1, 𝑥 = 𝑣  との交点はそれぞれ  (1, 1),

(𝑣, 2𝑣 − 1) であるため、 

 

𝑇 =
1

2
× (1 + 2𝑣 − 1) × (𝑣 − 1) = 𝑣𝟐 − 𝑣 

 

二つの面積 𝑆, 𝑇 について 𝑈 = 𝑆 − 𝑇 とする。 

    

𝑈 =
𝑝

3
𝑣3 − 𝑝𝑣2 + 𝑝𝑣 −

𝑝

3
− (𝑣2 − 𝑣) 

     =
𝑝

3
𝑣3 − (𝑝 + 1)𝑣2 + (𝑝 + 1)𝑣 −

𝑝

3
 

 

この値が 𝑣 = 2 で極値をとるとき、 

 

𝑑𝑈

𝑑𝑣
= 𝑝𝑣2 − 2(𝑝 + 1)𝑣 + (𝑝 + 1) 

 

であることから、 

 

4𝑝 − 4(𝑝 + 1) + (𝑝 + 1) = 0 ⇒  𝑝 = 𝟑 

 

である。このとき 

 

𝑈 = 𝑣3 − 4𝑣2 + 4𝑣 − 1 = (𝑣 − 1)(𝑣2 − 3𝑣 + 1) 

 

となるため、 

 

𝑈 = 0 ⇒ 𝑣 = 1,
3 ± √5

2
 

 



である。この中で 𝑣 > 1 を満たす値 𝑣𝑜 は 𝑣0 =
𝟑+√𝟓

𝟐
 のみである。ちなみ

に 
3−√5

2
≅  0.385 < 1 である。 

 一方、 

 

𝑑𝑈
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= 3𝑣2 − 8𝑣 + 4 = 0 ⇒ 𝑣 = 2,
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であり、2/3 < 1 < 2 < 𝑣𝑜 となるため、2/3 < 𝑣 < 𝑣𝑜 の範囲での 𝑈 の増

減は以下の通りになる。 

 

𝑣 2/3 ⋯ 1 ⋯ 2 ⋯ 𝑣0 

𝑑𝑈/𝑑𝑣 0 − − − 0 + + 

𝑈 極値 + 0 − 極値 − 0 

 

このことから、1 < 𝑣 < 𝑣𝑜 の範囲で 𝑈 は負の値のみをとることがわかる。 

 𝑝 = 3 のとき、𝑣 > 1 における 𝑈 の最小値は 𝑣 = 2 のときの 

 

𝑈 = 23 − 4 × 22 + 4 × 2 − 1 = −𝟏 

 

である。 

 

［１］の正解 
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[2] 関数 𝑓(𝑥) は 𝑥 ≥ 1 の範囲でつねに 𝑓(𝑥) ≤ 0 を満たすとする。𝑡 > 1 

のとき、曲線 𝑦 = 𝑓(𝑥) と 𝑥 軸および２直線 𝑥 = 1, 𝑥 = 𝑡 で囲まれた図形

の面積を 𝑊 とする。𝑡 が 𝑡 > 1 の範囲を動くとき 𝑊 は、底辺の長さが 

2𝑡2 − 2、他の２辺の長さがそれぞれ 𝑡2 + 1 の二等辺三角形の面積とつねに

等しいとする。このとき、𝑥 > 1 における 𝑓(𝑥) を求めよう。 

 𝐹(𝑥) を 𝑓(𝑥) の不定積分とする。つまり 

 

𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

 

であるため、 

 

𝐹′(𝑥) =
𝑑𝐹(𝑥)

𝑑𝑥
= 𝒇(𝒙), 

 

が成り立つ。また、関数 𝑓(𝑥) は 𝑥 ≥ 1 の範囲でつねに 𝑓(𝑥) ≤ 0 である

ため 

 

𝑊 = ∫ |𝑓(𝑥)|
𝑡

1

𝑑𝑥 = ∫ −𝑓(𝑥)
𝑡

1

𝑑𝑥 = [−𝐹(𝑥)]1
𝑡 = −𝑭(𝒕) + 𝑭(𝟏) 

 

である。𝑊 は、底辺の長さが 2𝑡2 − 2、他の２辺の長さがそれぞれ 𝑡2 + 1 

の二等辺三角形の面積とつねに等しい。この二等辺三角形の高さは 

 

{(𝑡2 + 1)2 − (𝑡2 − 1)2}
1
2 = √4𝑡2 = 2𝑡 

 

である。このことから、 

 

𝑊 =
1

2
× (2𝑡2 − 2) × 2𝑡 = 2(𝑡3 − 𝑡) 

 

よって、 

 

𝐹(𝑡) = 𝐹(1) − 𝑊 = −2𝑡3 + 2𝑡 + 𝐹(1) 

 



𝐹(1) は定数であるため、𝑡 > 1 において 

 

𝑓(𝑡) = 𝐹′(𝑡) = −𝟔 𝑡𝟐 + 𝟐 

 

である。よって、𝑥 > 1 における 𝑓(𝑥) がわかる。 

 

［２］の正解 
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