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第 4問 

 

𝑎 を 0 < 𝑎 < 1 を満たす定数とする。三角形 𝐴𝐵𝐶 を考え、辺 𝐴𝐵 を 1 ∶

 3 に内分する点を 𝐷、辺 𝐵𝐶 を 𝑎 ∶ (1 − 𝑎) に内分する点を 𝐸、直線 𝐴𝐸 

と直線 𝐶𝐷 の交点を 𝐹 とする。𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑝 , 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑞 , 𝐹𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑟  とおく。(下の図

の丸の中の値は辺の比を表している) 

 

(1)  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ を 𝑝 ,  𝑞⃗⃗   を使い表すと、 

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐹𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = �⃗⃗� − �⃗⃗�  

 

であり、 

 

|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|
2
= 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

                             = (𝑞 − 𝑝 ) ⋅ (𝑞 − 𝑝 ) 

                                    = 𝑞 ⋅ 𝑞 − 2 𝑝 ⋅ 𝑞 + 𝑝 ⋅ 𝑝  

                                                          = |𝑝 |2 − 𝟐 𝑝 ⋅ 𝑞 + |𝑞 |2      ⋯⋯⋯① 

 

 

 

 



(2) 点 𝐷 は辺 𝐴𝐵 を 1 ∶  3 に内分するため、以下の式が成り立つ。 

 

𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
3

3 + 1
𝑝 +

1

3 + 1
𝑞 =

𝟑

𝟒
 𝑝 +

𝟏

𝟒
 𝑞      ⋯⋯⋯② 

(3) 𝑠, 𝑡 をそれぞれ 𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑠 𝑟 , 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑡 𝑝  となる実数とする。 𝑠 と 𝑡 を 𝑎 を

用いて表してみる。 

 

𝐹𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑠 𝑟  であるから、② により 

 

𝑠 𝑟 =
3

4
 𝑝 +

1

4
 𝑞 ⇒  𝑞 = −𝟑 𝑝 + 𝟒𝒔 𝑟      ⋯⋯⋯③ 

 

である。また 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ について、 

 

𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (1 − 𝑎) 𝑞 + 𝑎 𝑟  

 

が成り立つ。𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑡 𝑝  であるから 

 

(1 − 𝑎) 𝑞 = 𝑡 𝑝 − 𝑎 𝑟 ⇒ 𝑞 =
𝑡

𝟏 − 𝒂
 𝑝 −

𝒂

1 − 𝑎
 𝑟      ⋯⋯⋯④ 

 

である。 

 点 𝐹 は三角形 𝐴𝐵𝐶 の内部の点であるため、２つのベクトル 𝑝 , 𝑟  は一次
独立である。したがって ③、④ から 

 

−3 =
𝑡

1 − 𝑎
, 4 𝑠 = −

𝑎

1 − 𝑎
 

 

よって、 

 



𝑠 =
− 𝒂

𝟒(1 − 𝑎)
, 𝑡 = −𝟑(1 − 𝑎) 

 

である。 

 

(4) |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| = |𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗| とする。|𝑝 | = 1 のとき、𝑝  と 𝑞  の内積を 𝑎 を用いて表そ

う。 

 

 

 

① より 

 

|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|
2
= |𝑝 |2 − 2 𝑝 ⋅ 𝑞 + |𝑞 |2 = 1 − 2 𝑝 ⋅ 𝑞 + |𝑞 |2 

 

また、(3) の結果から 

 

𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐹𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐹𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −3(1 − 𝑎)𝑝 − 𝑞  

 

よって 

 

|𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗|
2
= {−3(1 − 𝑎)}2|𝑝 |2 + 2 × {−3(1 − 𝑎)} × (−1) 𝑝 ⋅ 𝑞 + |𝑞 |2 

 = 𝟗(1 − 𝑎)2 + 𝟔(1 − 𝑎)𝑝⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝑞 + |𝑞 |2                                     

 



|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| = |𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗| より |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗|
2
= |𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗|

2
 である。 

 

1 − 2 𝑝 ⋅ 𝑞 + |𝑞 |2 = 9(1 − 𝑎)2 + 6(1 − 𝑎)𝑝⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝑞 + |𝑞 |2 

⇒ (6𝑎 − 8)𝑝 ⋅ 𝑞 = 8 − 18 𝑎 + 9 𝑎2                                             

⇒ 𝑝 ⋅ 𝑞 =
8 − 18 𝑎 + 9 𝑎2

6𝑎 − 8
=

𝟑𝒂 − 𝟐

𝟐
                                          

 

第４問の正解 

ア イ ウ エ オ 

2 2 3 4 1 

カ キク ケ コ サ 

4 －3 4 1 𝒂 

シ スセ ソ タチ ツ 

𝒂 −𝒂 4 －3 9 

テ トナ ニ ヌ 

6 𝟑𝒂 2 2 

 

 


